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@ Hoe werkt een MP3-speler?
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@ Hoe werkt een MP3-speler?

@ Hoe kan een MP3-bestand van 1MB een minuut aan muziek
bevatten?
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Hoe werkt een MP3-speler?

Hoe kan een MP3-bestand van 1MB een minuut aan muziek
bevatten?
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Hoe werkt een MP3-speler?

Hoe kan een MP3-bestand van 1MB een minuut aan muziek
bevatten?

Hoe werkt een JPEG-bestand?
Hoe werkt JPEG-compressie?

MP3 en JPEG steunen op een ontbinding in frequenties.

Hoe kunnen we een geluid/afbeelding ontbinden in zulke frequenties?

Dankzij wiskunde!
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Geluid

Geluidsgolven = trilling van de lucht (demo, applet 1)
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Geluid

Geluidsgolven = trilling van de lucht

Vraag

Wat ervaren we als een geluidsgolf ons oor met de halve snelheid bereikt?

(demo 2,3)

3/22



Geluid

Geluidsgolven = trilling van de lucht

3/22



Geluid

Geluidsgolven = trilling van de lucht

Interpretatie door het menselijk gehoor:

Periodiek geluid (=zichzelf herhalend) —  toon
Intensiteit (=sterkte van de uitwijking) —  geluidssterkte
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Geluid

Geluidsgolven = trilling van de lucht

Interpretatie door het menselijk gehoor:

Periodiek geluid (=zichzelf herhalend) —  toon

Intensiteit (=sterkte van de uitwijking) —  geluidssterkte
Frequentie (=aantal trillingen/sec) —  toonhoogte

Profiel (=vorm van de uitwijking) —  klankkleur (applet 4)
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Zuivere tonen: sinus en cosinus

(applet 5)
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Van frequentie-spectrum naar geluidsgolf: superpositie

(filmpje 6)
Meetkundige voorstelling van frequentie-spectrum (applet 7)
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum: motivering

Geluidsbewerking
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum: motivering
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum: motivering

Data-compressie voor geluidsbestanden
e in digitale toepassingen is de geluidsgolf discreet (samples)
o geluid met CD kwaliteit: 44100 Hz, d.w.z. 44100 samples/sec
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum: motivering

Data-compressie voor geluidsbestanden
e in digitale toepassingen is de geluidsgolf discreet (samples)
o geluid met CD kwaliteit: 44100 Hz, d.w.z. 44100 samples/sec
De discrete geluidsgolf is dus een vector van getallen (sample-waarden).

Voorbeeld

1 min. ongecomprimeerde muziek van CD-kwaliteit (stereo)
= 60 x 44100 x 2 x 2 bytes ~ 10 MB
na MP3-compressie =~ 1 MB (met goede encoder)
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum: motivering

Data-compressie voor geluidsbestanden
@ we bekijken opnieuw het frequentie-spectrum van het signaal

@ sommige frequenties van het signaal kunnen gemanipuleerd worden
zonder hoorbaar effect
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Data-compressie voor geluidsbestanden
@ we bekijken opnieuw het frequentie-spectrum van het signaal
@ sommige frequenties van het signaal kunnen gemanipuleerd worden
zonder hoorbaar effect
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum: motivering

Data-compressie voor geluidsbestanden
@ we bekijken opnieuw het frequentie-spectrum van het signaal

@ sommige frequenties van het signaal kunnen gemanipuleerd worden
zonder hoorbaar effect

@ heel wat informatie kan weggegooid worden = compressie (MP3)
(demo 8, vraag 2)

Voorbeeld (Masking)

60 Masking Masker

Threshold

a0

Masked Sound

Threshold
20 [ inquiet

Sound pressure level (dB)
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum

Hoe vinden we de frequenties waaruit een geluidsgolf is samengesteld?
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum

Hoe vinden we de frequenties waaruit een geluidsgolf is samengesteld?

Het menselijk oor slaagt hierin (filmpje 8b).
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum

Hoe vinden we de frequenties waaruit een geluidsgolf is samengesteld?

Het menselijk oor slaagt hierin.
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum

Hoe vinden we de frequenties waaruit een geluidsgolf is samengesteld?

Stelling (Joseph Fourier, 1807)

Elke periodieke functie f(t) met frequentie 1 kan ontwikkeld worden in een
reeks van harmonieken

f(t) = ancos(2wnt) + > bysin(2mnt)  (ap, by € R)
n=0 n=1

Fourier gaf een formule om de Fourier-coéfficiénten, a,, b, te berekenen.
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum

De stelling van Fourier gaat over een continu (geluids)signaal.
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Van geluidsgolf naar frequentie-spectrum

De stelling van Fourier gaat over een continu (geluids)signaal.
Een discrete geluidsgolf is een vector van getallen (sample-waarden).

Conceptueel voorbeeld (niet realistisch)

Vanaf nu werken we met een discrete geluidsgolf met 16 samples.

De geluidsgolf is een vector X = (x,...,x16) € R16.
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Het inproduct (of scalair product) van twee vectoren

Het inproduct van X = (x1,x2) en ¥ = ()1, y2) is

2
X y=xiyn+xy =Y xy€R
k=1
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Het inproduct van X = (x1,x2) en ¥ = ()1, y2) is

2
X y=xiyn+xy =Y xy€R
k=1

Meetkundige interpretatie van het inproduct in R?:

el =1

= X - € = (georiénteerde) lengte
v.d. component v. X langs &
Gevolg: X | € <= X-€=0

€1, & onderling loodrecht (||ex|| = 1)
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Het inproduct (of scalair product) van twee vectoren

Het inproduct van X = (x1,x2) en y = (y1,)2) is

Xy =xiy1 + xoy :Zxk}/k eR

Meetkundige interpretatie van het inproduct in R?:
Gevolg:

X .
/ & %
> _ - \
7_) - \/,—
e (%-&)&\

el =1 S
= X - € = (georiénteerde) lengte .
v.d. component v. X langs € &, & onderling loodrecht (||ex]| = 1)
Gevolg: X L € <= x-€=0 =x%=(X-§)&+ (X &)&
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Het inproduct (of scalair product) van twee vectoren

Het inproduct van X = (x1,x2) en ¥ = (y1,)2) is

R-7=xwi+xy=) xycR

Meetkundige interpretatie van het inproduct in R?:

7 Gevolg:_‘\
/\\/— = -7 \)?
- Vg
el =1 -
= X - €= (georiénteerde) lengte \
v.d. component v. X langs & €1, & onderling loodrecht (|||l = 1)

Gevolg: X | € <— x-€=0 =X = 2,2(:1()?' €k ) €k
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Het inproduct (of scalair product) van twee vectoren

Het inproduct van X = (x1, x2, x3) en ¥ = (y1, 2, y3) is

3
Xy =say1+xys+xsys= > xyk €R
k=1

Meetkundige interpretatie van het inproduct in R3:

Gevolg:
/\Z & A%
= X & g)\/ 20
[P € ( 2) 2\ =
el =1 )
= X-€ = (georiénteerde) lengte _ _ | .
v.d. component v. X langs & il) &, & onderling loodrecht (||ex| =

Gevolg: X L € < x-&€=0

= 3 = Dw=
:>X:Zk:1(x-ek)ek
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Het inproduct (of scalair product) van twee vectoren

., x16) en ¥ = (y1,¥2,....Y16) is

Het inproduct van X = (x1, x2, . .
16

Xy =y +xy2+-+xey6 = Y xiyk €R
k=1

Meetkundige interpretatie van het inproduct € R'°:

Gevolg:

‘r_’ )_( g é‘z’\\/ e
L LAV
&l =1 .
= X - € = (georiénteerde) lengte | | ' —_ )
v.d. component v. X langs & é, &, ..., €ip onderling loodrecht
Gevolg: ¥ L & «= x-é=0 Ue&l=1)

= X =3 1 (X € )ék
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Harmonieken detecteren

(applets 9 en 10)
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Loodrechte stand van sin en cos

(applet 11, filmpje 12)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

‘{—“+---+sin32—”=o
B

s 9271*_
46 tcosig +---+cosFr =0

sin i—g + sin
COSs
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

S :=sin 22 —i—sm‘{g—i— +5|n312§—0
C —coslg-l—cosl6+ + cos 27r—0
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i 2T s 4l s 320
5.—S|n1—6+sm1—6+-~+sm1—6 =0
C:= cos%’%r + cos“l%r 4= coe —i—cos% =0 (¢ geen veelvoud van 16)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

—oin 2L 4 gin¥r 4 ... 4 gjn 32 —
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C::cos%+cos%+...+cos%:0

(¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

_ oin 20m - M - 304m - 32Um
S =sin 16 T SinTE + + sin 2" + sin ST
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

_ cip 2w Mmoo 304 324
S—S|n1—6+sm 16 T + sin 3" + sin 3¢

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

a2l | o dm . oo 300w
S =sin o TsinTE + + sin 3¢

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
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Bewijs.

a2l | 4w oo 300w
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

Al o 6m . o 28lw
S =sin Te T SinIg + + sin ¢

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos
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S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
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Bewijs.

oAl G Bm .y o 28lw
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

o 60r | o 8m . o 260w
S =sin o TsingE + + sin ¢

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

_ o 8lr 106w . 240r
S =sin 16 T Sin - + + sin 5~

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

i 1047 s 1207 . s 220w
S =sin ¢~ +sin e+ + sin =565

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

124 - 144 . - 204w
S =sin =3~ +sin e+ + sin S¢-

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

e 14 - 164w - 184w
S =sin =g~ +sin e +sin ="

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . 32Un __
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C := cos 2fg + cos 41@ + .-+ cos 3%” =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

1647
S =sin e

(vb.: £=3)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

5$5=0
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

i i 2Um i M . i 32w
S:=singg +singg +---+sin3 3 =0
C:=cosZT +cos¥T + ... +cos32I =0 (¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.
S$=0
€= 510, cos 2ts
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

S :=sin 2fg + sin 4fgr + - .-+ sin 25" 324” =0

22w M 32€7r _
C := cos g6 tcosTg + -+ cos=3gt =0

(¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

S=0
C= Zk 1‘:052,1(27r

2kbm4-20m
Zk 1€05~ 15
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

Ng + sin 4fgr + - Fsin =% 32@” =0

_ 22w M 32€7r _
C := cos g6 tcosTg + -+ cos=3gt =0

S :=sin

(¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

S=0
C= Zk 1‘:052,1((1;7r

2kbm4-20m
Zk 1€05~ 15

2kl 22w 2kl 26w
= 3421 (cos 24g™ cos FE — sin 247 sin 47)
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

Ng + sin 4fgr + - Fsin =% 32@” =0

_ 22w M 32€7r _
C := cos g6 tcosTg + -+ cos=3gt =0

S :=sin

(¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

S=0
2klm
C= Zk 1 €0S =1¢
2kbm4-20m
Zk 1€05~ 15
Zk 1 (cos Q’Ig’r cos Zf;gr —sin 2’{? sin 21[(7;)

L 16 2kl 2 16 2kl
= cos 16< k=105 "16 )fs'” 16( k=15IN “T5" )
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

%g + sin 4fgr + - Fsin =% 32@” =0

_ 22w M 32€7r _
C := cos g6 tcosTg + -+ cos=3gt =0

S :=sin

(¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

S$=0
C= Zk i 2,1(?
Zk L cos 2k£7;46~2€7r
=y, (cos 24Lr cos 2T — sin 2Kin gjp 2(T)
— con 25 (12, cos 24f) — sin 2 (1% o 246

(cos 2fg) C — (sm 2fgr) S
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

%g + sin 4fgr + - Fsin =% 32@” =0

_ 22w M 32€7r _
C := cos g6 tcosTg + -+ cos=3gt =0

S :=sin

(¢ geen veelvoud van 16)

Bewijs.

S$=0
C= Zk i 2,1(?
Zk L cos 2k£7;46~2€7r
=y, (cos 24Lr cos 2T — sin 2Kin gjp 2(T)
— con 25 (12, cos 24f) — sin 2 (1% o 246

(cos 2fg ) C
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Loodrechte stand van sin en cos

Hulpstelling (Cyclische sommen)

S :=sin %g + sin 4fgr + - .-+ sin 25" 324” =0
_ 22w M 32€7r _
C:=cos g +cosJg +---+cos>g" =0 (£ geen veelvoud van 16) )
Bewijs.
S=0
2klm
C= Zk 1605 776
2kbm4-20m
Zk 1€05~ 15
Zk 1 (cos 2’{? cos Zf;gr —sin 2’{@” sin 21[(7;)
20m 16 2kbm 20m 16 2kbm
= cos 16< k=105 "16 )fs'” 16( k=15IN “T5" )
22w
(cos ST )C
=C=0
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

22m 4 324 2mm 4mm 32mm\ _
(sin 5¢,sin 3¢, ... ,sin =77 - (cos =", cos ", . . ., cos )=20

16
(1<(<16, 1<m< 16)

Bewijs.

| A\

2k 2kmm __
Te bewijzen: Zk 1 Sin =g~ cos =5¢* = 0.
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

22m 4 324 2mm 4mm 32mm\ _
(sin 5¢,sin 3¢, ... ,sin =77 - (cos =", cos ", . . ., cos )=20

16
(1<(<16, 1<m< 16)

Bewijs.

| A\

2k 2kmm __
Te bewijzen: Zk 1 Sin =g~ cos =5¢* = 0.

2k(L+m)m

16
0=> x_15in—¢
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

22m 4 324 2mm 4mm 32mm\ _
(sin 5¢,sin 3, ..., sin ={") - (cos =", cos ", ..., cos *5¢") = 0
(1<(<16, 1<m< 16)

Bewijs

| A\

ac . 16 2kdm 2kmm __
Te bewijzen: ) ;7 ; sin 5¢* cos <3¢ = 0.

_ k(¢+m)m
0= Zk L sin 716

2kl 2kmm 2kim 2kmm
= 3042 sin 2kim cos 2kmm | g 2kin iy 2km

16/22



Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

22m 4 324 2mm 4mm 32mm\ _
(sin 5¢,sin 3, ..., sin ={") - (cos =", cos ", ..., cos *5¢") = 0
(1<(<16, 1<m< 16)

Bewijs

| A\

ac . 16 2kdm 2kmm __
Te bewijzen: ) ;7 ; sin 5¢* cos <3¢ = 0.

_ k(¢£+m)m
0= Zk L sin 716

2kl 2km71' 2kim 2kmm
= 3042 sin 2kim cos Sk Nl
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

22m 4 324 2mm 4mm 32mm\ _
(sin 5¢,sin 3, ..., sin ={") - (cos =", cos ", ..., cos *5¢") = 0
(1<(<16, 1<m< 16)

Bewijs

| \

2k 2kmm __
Te bewijzen: Zk 1 Sin =g~ cos =5¢* = 0.

0= 1SIHM

16
2kl 2km71' 2kim 2kmm
= 3042 sin 2kim cos oo @ = wh S
2kt 2kmm __ 2kl 2kmm __
= Y18 sin = s =571 cos £ sin =BT = 0. O
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

s 2Un o M 324 o 2mm oo Amm F 32m7r
(sin I ,sin 16 ,sin 1362z) - (sin 5 ,sin a6 ,sin 32) =0
™ g g mm m7 —
(cos 5§, cos 16,...,cos—m) (cos <[¢*, cos *{E, . .., cos =5¢7) = 0

(1<0<16,1<m<16, {L#m, {+ m+#16)

Bewijs

| A\

2kl 2km7r 2kim 2kmm __
Te bewijzen: °,° ; sin 2447 in = 3012 cos 2Klm o5 2kmm —

N
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

s 2Un o M 324 o 2mm oo Amm F 32m7r
(sin I ,sin 16 ,sin 1362z) - (sin 5 ,sin a6 ,sin 32) =0
™ g g mm m7 —
(cos 5§, cos 16,...,cos—m) (cos <[¢*, cos *{E, . .., cos =5¢7) = 0

(1<0<16,1<m<16, {L#m, {+ m+#16)

Bewijs

| A\

2kl 2km7r 2kim 2kmm __
Te bewijzen: °,° ; sin 2447 in = 3012 cos 2Klm o5 2kmm —

0= iilcosw (£ + m # 16)

N
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

s 2Un o M 324 o 2mm oo Amm F 32m7r
(sin I ,sin 16 ,sin 1362z) - (sin 5 ,sin a6 ,sin 32) =0
™ g g mm m7 —
(cos 5§, cos 16,...,cos—m) (cos <[¢*, cos *{E, . .., cos =5¢7) = 0

(1<0<16,1<m<16, {L#m, {+ m+#16)

Bewijs

| A\

2kl 2km7r 2kim 2kmm __
Te bewijzen: °,° ; sin 2447 in = 3012 cos 2Klm o5 2kmm —

O—ZlGICOSW (£ + m # 16)

2kl 2kmm o 2kim 2kmm
= 3012 cos 2Klr cog 2kmm _ i 2kir iy 2km
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

s 2Un o M 324 o 2mm oo Amm F 32m7r
(sin I ,sin 16 ,sin 1362z) - (sin 5 ,sin a6 ,sin 32) =0
™ g g mm m7 —
(cos 5§, cos 16,...,cos—m) (cos <[¢*, cos *{E, . .., cos =5¢7) = 0

(1<0<16,1<m<16, {L#m, {+ m+#16)

Bewijs

| A\

2kl 2km7r 2kim 2kmm __
Te bewijzen: °,° ; sin 2447 in = 3012 cos 2Klm o5 2kmm —

0=3"16 cos ZKEMT ()4 m 216, £+ m)

2k 2kmm 2k 2kmm
= 3732 cos 2Kir cog 2km i 2kin iy 2km
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

s 2Un o M 324 2mm o AmT F 32m7r
(sin I ,sin 16 ,sin 1362z) - (sin 5 ,sin a6 ,sin 32) =0
™ g g mm m7 —
(cos 5§, cos 16,...,cos—m) (cos <[¢*, cos *{E, . .., cos =5¢7) = 0

(1<0<16,1<m<16, {L#m, {+ m+#16)

”
Bewijs.
Te bewijzen: 323, sin 2ikm gjp 2kmm — 10 | cos 2Ur cos 2kmT —
0= 16 2k(l£m)m

)1 COS == (L+m#16, £ # m)

2k 2kmm 2k 2kmm
= 3732 cos 2Kir cog 2kmm  gjp 2kin iy 2km

2kl 2kmm __ 16 2klm 2kmm __
:>Zk eoste  sleoshe k—1 Sin =" sin =% = 0.

Vraag 3.
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

20 Al

(sin 5, sin 5, ..., sin %)(sin%,sin %,...,sin 321’2“)20
(cos%,cos%,...,cos%)-(cos%,cos%,...,cos%’gﬂ):
(1<¢<16,1<m<16, L#m, {+m+#16)

m=16—/¢

j(sin%,sin%,...,sinw{g’r):(—sin%,—sin%,...,—sin%)
(cos%,cos%,...,cosw{g’r):(cos%’r,cos%,...,cos%)
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

20 Al

(sin 5, sin 5, ..., sin %)(sin%,sin %,...,sin 321’2“)20
(cos%,cos%,...,cos%)-(cos%,cos%,...,cos%’gﬂ):
(0<20<8,0<m<8, {#m)

m=16—/¢
j(sin%,sin%,...,sinw{g’r):(—sin%,—sin%,...,—sin%)
(cos%,cos%,...,cosw{g’r):(cos%’r,cos%,...,cos%)

In een discreet signaal zijn de frequenties dubbelzinnig! (demo 13-15)
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Loodrechte stand van sin en cos

Stelling (Loodrechte stand)

s 2Um 4 - 324 2mm o 4AmT F 32m7r
(sin I ,sin AN ,sin 32z) (sin 6 ,sin 6 ,sin 32) =0
™ g g mm mm m7 _
(CosteMcosk TAScosR - SRl (Cosisr-aicosb T c o=k = ()

(0<e<8, 0§m§8 0%+ m)

Gevolg

In een discreet signaal zijn de frequenties dubbelzinnig! (demo 13-15)

Gevolg (Geluidstechnisch)

Voor een geluidsopname van CD-kwaliteit worden eerst frequenties boven
22050 Hz (de Nyquist-frequentie) grotendeels uitgefilterd (anti-aliasfilter),
en dan pas wordt digitaal gesampled (op 44100 Hz). (filmpje 16)

Geluid > 20000 Hz is ultrasoon.
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Loodrechte stand van sin en cos

Besluit
s 2Wm o A s 32€mN Loy
{(Slnﬁ,slnﬁ,...,slnﬁ).é—l,...,?}
U {(cos T, cos ¥ ...  cos3r).¢=0,1,...,8}

zijn onderling loodrechte vectoren in R1.
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Loodrechte stand van sin en cos

Besluit
20 4 324w\ . p
{(sm 655N g, ..., sin 16) (=1,...,7}
20T 40 32N . p
U{(cos 4z, cos 4F, ... ,cos3) 1 £ =0,1,...,8}

zijn onderling loodrechte vectoren in R1.

Wat is de lengte van deze vectoren?

¢=m¢{0,8}:
0= cos(2%) +--- 4 cos(2%)
= cosZ(zlig) —sin (25“) +-- 4 cosz(%) - sin%%)

16 = (cos?(4F) +sin?(4F)) + - - + (cos?(32r) + sin?(32Lm))

16
= Zk 1COS2 2“”) Zk 1SN (M)—B
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Loodrechte stand van sin en cos

Besluit
s 22 o M s 32N\ Loy
{(S|n1—6,5|n1—6,...,5|n1—6).E-l,...,?}
U{(cos T, cos ¥ ... cos3r).(=0,1,...,8}

zijn onderling loodrechte vectoren in R

Gevolg (Discrete Fourier-Transformatie (DFT))
Geg. X = (x1,...,x16) € RO,

Als a,, = 216:1 X COS 2"1%'” en by, 1= i6:1 Xk Sin 2"1’g7r, dan is
1 1 < 2k 1 1 < 2k
Xm = 7630 + § > 3k COS =Yg + 7538 COSMT + 5 > by sin ={¥"
k=1 k=1
(m=1,...,16)

Elke geluidsvector is een lineaire combinatie van sinussen en_cosinussen.
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Loodrechte stand van sin en cos

{(sin%,sin%,.. sm32£“) (=1,...,7}
U{(cos2fg,cos4fgr, . cos‘?ﬁ”) :¢=0,1,...,8}

zijn onderling loodrechte vectoren in R

Gevolg (Sample-stelling van Shannon en Nyquist, discrete versie)

7 7
Als f(t) = kao + § > axcos2ktm + fzagcos 16tm + § > by sin 2kt
k=1 k=1

(voor zekere ay, by),
dan is f volledig bepaald door de sample X = (f(%&), ..., f(1)) € R,

Reden: a,, = 216 1 f(lﬁ)cos ka” en by, = Zi(i 1 f(%)sin 2"1’(’3’”.
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Bewerken van geluid

Voorbeeld

Discreet geluidssignaal gedurende 1 sec met 44100 samples/sec
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Bewerken van geluid

Voorbeeld

Discreet geluidssignaal gedurende 1 sec met 44100 samples/sec =
decompositie in frequenties 1, 2, ..., 22050 Hz (Nyquist)
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Bewerken van geluid

Voorbeeld
Discreet geluidssignaal gedurende 1 sec met 8000 samples/sec =
decompositie in frequenties 1, 2, ..., 4000 Hz (Nyquist)

— hoorbaar kwaliteitsverlies (demo 17)
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Bewerken van geluid

Voorbeeld

Discreet geluidssignaal gedurende 0,1 sec met 44100 samples/sec

(poll 4)
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Bewerken van geluid

Voorbeeld

Discreet geluidssignaal gedurende 0,1 sec met 44100 samples/sec =
decompositie in frequenties 10, 20, ..., 22050 Hz (Nyquist)
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Bewerken van geluid

Voorbeeld

Discreet geluidssignaal gedurende 0,01 sec met 44100 samples/sec =
decompositie in frequenties 100, 200, ..., 22000 Hz (Nyquist)
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Bewerken van geluid

Voorbeeld

Discreet geluidssignaal gedurende 0,01 sec met 44100 samples/sec =
decompositie in frequenties 100, 200, ..., 22000 Hz (Nyquist)

korter signaal = lagere frequentieresolutie (onzekerheidsprincipe)
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Beeldbewerking

o afbeelding = 2-dimensionaal
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Beeldbewerking

o afbeelding = 2-dimensionaal

@ punten beschreven door 2 codrdinaten (x, y)
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@ decompositie in x-frequenties en y-frequenties
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Beeldbewerking

o afbeelding = 2-dimensionaal

@ punten beschreven door 2 codrdinaten (x, y)

@ decompositie in x-frequenties en y-frequenties
Analoge Fourier-analyse voor functies van 2 veranderlijken:

@ orthonormale basis van functies fi 4(x, y) = cos kmx - cos {my
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Beeldbewerking

o afbeelding = 2-dimensionaal
@ punten beschreven door 2 codrdinaten (x,y)
@ decompositie in x-frequenties en y-frequenties
Analoge Fourier-analyse voor functies van 2 veranderlijken:
@ orthonormale basis van functies f ¢(x, y) = cos kmx - cos ¢y
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Beeldbewerking

o afbeelding = 2-dimensionaal
@ punten beschreven door 2 codrdinaten (x,y)
@ decompositie in x-frequenties en y-frequenties
Analoge Fourier-analyse voor functies van 2 veranderlijken:
@ orthonormale basis van functies f ¢(x, y) = cos kmx - cos ¢y
o elke afbeelding kan beschreven worden als een lineaire combinatie van
basisfuncties

e SR as
HEEEEEE
HEEEEEEE
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Beeldbewerking

o afbeelding = 2-dimensionaal
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Analoge Fourier-analyse voor functies van 2 veranderlijken:
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Beeldbewerking

o afbeelding = 2-dimensionaal

@ punten beschreven door 2 codrdinaten (x,y)
@ decompositie in x-frequenties en y-frequenties
Analoge Fourier-analyse voor functies van 2 veranderlijken:
@ orthonormale basis van functies f ¢(x, y) = cos kmx - cos ¢y
o frequenties die met lage intensiteit voorkomen, kunnen weggelaten
worden zonder zichtbaar effect = compressie (JPEG)
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Beeldbewerking

o afbeelding = 2-dimensionaal
@ punten beschreven door 2 codrdinaten (x, y)
@ decompositie in x-frequenties en y-frequenties
Analoge Fourier-analyse voor functies van 2 veranderlijken:
@ orthonormale basis van functies f ¢(x, y) = cos kmx - cos ¢y

o frequenties die met lage intensiteit voorkomen, kunnen weggelaten
worden zonder zichtbaar effect = compressie (JPEG)

@ het oog is minder gevoelig voor de hogere frequenties in een foto
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Recente ontwikkelingen (2012)

A FASTER FOURIER TRANSFORM

In January, four MIT researchers showed off a
replacement for one of the most important algorithms in
computer science. Dina Katabi, Haitham Hassanich, Piotr
Indyk, and Eric Price have created a faster way to perform
the Fourier transform, a mathematical technique for
processing streams of data that underlies the operation of

things such as digital medical imaging, Wi-Fi routers, and

4G cellular networks.

The principle of the Fourier transform, which dates back to

the 19th century, is that any signal, such as a sound
recording, can be represented as the sum of a eollection of
sine and cosine waves with different frequencies and
amplitudes. This collection of waves can then be
manipulated with relative ease—for example, allowing a
recording to be compressed or noise to be suppressed. In
the mid-1960s, a computer-friendly algorithm called the
fast Fourier transform (FFT) was developed. Anyone who's
marveled at the tiny size of an MP3 file compared with the
same recording in an uncompressed form has seen the

power of the FFT at work.

A story for Technology Review's May/June 2012 issue.
Photo by Webb Chappell

Sparse Fourier Transform (SFT): sneller algoritme voor DFT
22/22
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